Def.:

Def.:

Pozn.:

Def.:

Def.:

Pozn.:

IV. Rovnice a nerovnice

§1. Linearni rovnice a nerovnice

Rovnici s nezndmou x [J R rozumime kazdou vyrokovou formu tvaru: L(x) = P(x),
kde L(x), P(x)jsou vyrazy s proménnou x [ R.

Kofenem nebo-li feSenim rovnice nazyvame takova ¢ U R, pro kterd plati L(c) = P(c).
Resit rovnici znamena stanovit mnoZinu P jejich kofenu (zpravidla vyétem prvkd,
piipadné rozhodnout, Ze P je prazdna).

Oborem pravdivosti rovnice nazyvidme mnoZinu P.

Linedrni rovnici s neznamou x [J R nazyvame kazdou rovnici, kterou lze upravami
prevést do tvar ax+b =0; a,b Ll R.

Pfi dpravé linedrni rovnice na kone¢ny tvar uzivame zpravidla uprav zaloZenych na
platnosti téchto vét R:
Ua,b,cUUR: a)a=b < at+tc=b+c
b)a=b L ¢c#0 =ac=bc
Lze tedy (aniZ se zméni obor pravdivosti P) provadét tyto upravy:
a) pricitat k obéma strandm rovnice stejné Cislo (stejny vyraz);
b) nésobit obé strany rovnice tymZ nenulovym c¢islem (rovnice nendsobime vyrazem
s proménnou (muZe se zménit obor pravdivosti) a NIKDY nedélime proménnou.

Necht ax+b =0, a,b 1 R; x [ R. Pak plati:
1) a¢0:>x=—2:>P={—é}
a a

2)a=0Lb=0=>0x=0=>P=R
3) a=0LbhZ0=>0x#0=>P=¢

Nerovnici s neznamou x [] R rozumime kazdou vyrokovou formu tvaru L(x) < P(x),
L(x)< P(x),L(x) > P(x),L(x) = P(x), kde L(x) a P(x) jsou vyrazy s proménnou x [] R.
ReSenim nerovnice nazyvame kazdé ¢ U R, pro néZ po dosazeni za neznamou piejde
nerovnice v pravdivy vyrok.

Vsechna feSeni zpravidla zapisujeme pomoci intervalli, eventudlné mnoZinovych
operaci s nimi.

Linearni nerovnici s nezndmou x [JR nazyvame kazdou nerovnici, kterou Ize
upravami pievést do nékterého z tvart:
ax+b<0,ax+b>0,ax+b<0,ax+b=20;a b UR.

Pti upravach nerovnice na hledany tvar vyuzivame nésledujicich vét v R:
Oa,b,cJR: a)a<b = at+c<b+c

b) a<bLc>0=ac<bc

c)a<blLc<0=ac>bc
Analogické véty plati pro >,<,>.
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Necht ax+b<0; a,b [ R pak plati:

1) a>0:>x<—2:>P=(—00;—2j
a a

2) a<0:>x>—2:>P=(—é;00j
a a
3)a=0Lh>0=0x<-b=>P=¢
4)a=0Ch<0=0x<-b=P=R
5)a=0CLh=0=0x<0=>P=¢
Analogicky se fesi dalsi typy nerovnic.

§2. Rovnice a nerovnice v sou¢inovém tvaru

Rovnici v sou¢inovém tvaru s nezndmou x [l R nazveme kaZzdou vyrokovou formu
tvaru a(x) [b(x) =0, kde a(x), b(x) jsou vyrazy s proménou x [ R.

Reseni rovnice v souc¢inovém tvaru se opira o vétu:
Ux, UR:xy=0 < x=0Ly=0.

Necht P je mnoZina kofenl rovnice a(x) = 0 a P, je mnoZina kofenll rovnice
b(x) =0. Ozna¢me P mnoZinu kotenti rovnice a(x)[b(x)=0.Pak P =P, UP,.
[Dk.: a) POP OP,: Necht cOP= alc)b(c)=0=alc)=00b(c)=0=
=cUP UcUP,=>cUP 0P,
b) P,OP, 0OP: Necht ¢cOP 0P, =cOP OcOP, =alc)=00b(c)=0=
:>a(c)[b(c)=0:>cDP ]

Nerovnici v sou¢inovém tvaru s neznamou x [J R nazyvame kazdou vyrokovou formu
tvaru a(x) [b(x) <0,a(x)[b(x)>0,a(x)[b(x) <0,a(x)[b(x) 20, kde a(x),b(x) jsou
vyrazy s proménnou x [] R.

Reseni nerovnice v soudinovém tvaru se opird o platnost téchto vét:
Pro Ox,ylOR:a) xy>0 « (x>0,y>0)L(x<0,y<0)

b) xy20 « (x20,y20)L(x<0,y<0)

) xy<0 = (x>0,y<0)L(x<0,y>0)

d) xy<0e (x20,y<0)L(x<0,y=20)

Necht' A je mnoZina feSeni nerovnice a(x) >0, P, nerovnice b(x) >0, P, nerovnice
a(x)<0, P, nerovnice b(x)<0. Necht P je mnoZina vSech feSeni nerovnice
a(x)[b(x)>0.Pakplati: P=(P nP)LI(P,NnP,).
[Dk.: a) PO(P nP)O(P, nP,): Necht cOP= alc)B(c)>0=
= [a(c)>00b(c) > 0] Ofa(c) <0 Ob(c) < 0] = (cO P, OcOP,)O
O(cOpP, OcOP,)=cO(P npP)O(P, nP,)
b) (P nP)O(P, nP)OP: analogicky |
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Obdobn¢ bychom mohli zavést rovnice a nerovnice v podilovém tvaru. Re$i se
analogicky.

Vyraz V(x) = ax + b; a, b 1 R, a# 0 se nazyva linearni dvojclen.

Linearni dvoj¢len V(x) = ax + b; a, b 1 R, a# 0 nabyva vSech redlnych hodnot, kazdé
prave jednou.

-b
[Dk.: y=ax+b,a¢0;yDR:>ax:y—b:x:y ]
a
Ptedstavu o priitbéhu hodnot linearniho dvoj¢lenu poskytuje graf linearni funkce:
y=ax+b
a>0: 4 a<0: A
y \y
X, X X, X

y=0:0=ax,+b=>x, =——

Necht’ ax +b,a # 0je linearni dvoj¢len, x, = b . Pak pro Ux R plati:
a
a) a>0:(x<x,=>ax+b<0)0(x>x, = ax+b>0)
b) a<0:(x<x,=>ax+b>0)0(x>x, =>ax+b<0)
[Dk.: a) a>0:x<x,=>ax<ax,=>ax+b<ax,+b=0=ax+b<0
X>x,>ax>ax,>ax+b>ax,+b=0=>ax+b>0
b) analogicky ]
Ptedchozi vétu lze strucné zformovat takto:
a) Je-li a>0, pak v bod¢ x, = b prechézi funkce y=ax+b ze zapornych hodnot do
a
kladnych.
b) Je-li a<0, pak vbodé¢ x, = b ptechazi funkce y=ax+b z kladnych hodnot do
a
zapornych.

Pomoci véty V.2.4. lze efektné feSit nerovnice v soucinovém a podilovém tvaru
(predevsim v pfipad¢, Ze se v nich vyskytuje vétsi pocet linearnich dvojclentt).



§3. Absolutni hodnota

Def.: Absolutni hodnotou nazyvame ¢islo a LR, zapisujeme |a

, pro které plati:
1. a>0= |a| =a

1) a20:>|a|=a
2. a=0=|a|=0

2) aSO:>|a|:—a
3. a<0:|a|=—a

Pozn.: Necht alJR je cislo, pak plati:
1. |a| >0
2.|a|=0 < a=0

3. \/a_z =|a|
Necht' a,bJR, pak |a - b| je vzdalenost obrazu Cisel a,b na Ciselné ose.
Necht a je nezaporné realné ¢islo a x[JR. Pak plati:
1. |x|<a = xU(-a;a)
2. |x|£a = xU<-a;a>
3. |x>a = xO(~c0;=a) O (a; )
4, |x| >a < x[(—00;—a>[<a;»)
[Dk.: 1. |x| <aa) ,=>“:Q) x20:>|x| =x:>x<a:>xD<O;a)
£) xSO:>|x| =—x= —x<a:>xD(—a;0>
= xU(-a;a)
b),, 0 “: xD(—a;a):>|x—0| <a:>|x| <a
ostatni analogicky |

ZjednoduSovani vyraza s absolutni hodnotou

Necht a,b0R;a<b.

Necht’ (a, b); <a, b> je omezeny otevieny (uzavieny) interval.
+ u—

Oznacme s=a b,k:b a'
2 2

Pak plati: 1) xD(a,b) o |x—s| <k
2) xD<a,b> = |x—s|sk

[Dk.: s:a+b:2s=a+b
k=279 L ok=b-4
2s +2k=2b
b=s+k
2s =2k =2a

a=s—k



Pozn.:

1), = “ xD(a,b) = xD(s—k,s+k) = §s—k<x<s+k -

o —k<x—-s<k = x—s|<k

2) analogicky ]

a) Cislos z V.3.3. se nazyva stfed intervalu (a, b); <a, b> . Cislo 2k se nazyva délka

intervalu.
b) Intervaly (a, b);(a, b> maji spolecny stfed a stejnou délku.

¢) Uvedenym zplisobem lze charakterizovat pouze oboustrann¢ otevieny nebo
oboustranné uzavieny interval.

d) Logickym disledkem V.3.3. je: 1) x0(-o0;a) 0 (h;0) = |x—s| >k
2) xD(—OO;a> 0 <b;00) = |x—s| >k

Rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou

Pr.
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§4. Upravy kvadratickych vyrazi

Kazdy vyraz V(x) = ax* +bx+c,a,b,cOR,az0;x0R nazyvame kvadratickym

troj¢lenem.
Vyraz ax’ se nazyva kvadraticky, bx linedrni a ¢ absolutni &len vyrazu V(x).

Je-li a =1 nazyvame dany kvadraticky troj¢len normovany.

Je-li n¢ktery z koeficientii b, ¢ roven nule, hovoiime o tzv. nedplném kvadratickém
troj¢lenu, piipadné o kvadratickém vyrazu bez linearniho (absolutniho) ¢lenu.

Upravme (rx + s)(tx +uw);r,s,t,u IR r Z0;t #0 =
(rx+s)(tx+u)=££x2 +(st+ru)x+£g=ax2 +bx+c
a T c
Soucinem dvou line4rnich dvojc¢lenii dostaneme kvadraticky troj¢len a naopak
kvadraticky troj¢len Ize rozloZit na soucin dvou linearnich dvojclend (ne vZdy v R).

Rozklad neuplnych kvadratickych trojlenu

a) bez absolutniho ¢lenu: ¢ =0:ax? +bx = x(ax + b)

2
b) bez linedrniho &lenu: b=0:ax’ +c = a(x* +S)=allx? - (—Ej =
a a

= a(x == Ej(x +.[- Ej trojclen bez linedrniho Clenu 1ze rozloZit v R jen tehdy,
a a

kdyz ac <0.

Rozklad dplnych kvadratickych troj¢lenu

Provadi se metodou ,,doplnéni na tplny Ctverec*.



Pozn.: Upravy trojélent uzivame v téchto piipadech:

Def.:
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a) pfidpravé vyrazi
b) pii feseni kvadratickych rovnic a nerovnic
¢) pii hledani nejmensi a nejvetsi hodnoty vyrazu

§5. Kvadratické rovnice

Kvadratickou rovnici s neznamou xR nazyvidme kaZdou rovnici tvaru

ax* +bx+c=0;a,b,c0O0R,a#0.Cisla a,b,c jsou koeficienty kvadratické rovnice.

Pii feseni rovnice y® =k; k, yR s nezndmou y rozli§sime tyto piipady:
a) k<0=>P=¢
b) k =0= P ={0}
0) k>0= P ={-kivk}
Pti feSeni kvadratické rovnice lze postupovat shodng, hleddme vhodny dvojclen s
proménnou x, ktery ozna¢ime y a ziskdme rovnici y* = k.
Obecné odvozeni ax” +bx+c=0:
ax’> +bx+c=0,a%0

a x2+2x+£j=0
a a
- , .
a )c+i - b2+£ =0
2a 4a” a
_( b\ b*-dac _
a | x+—| — > =0
2a 4a
B 2
( b\ [Vb*-4ac _
a|x+—| | — | |=0
2a 2a
b b’ —4ac b b’ —4ac | _
a x+—+—— " | x+— - |=0
2a 2a 2a 2a
b+~b* —4ac b-~b*—4ac | _
ax+—— | x+—— | =0
2a 2a

4 X

a(x—xl)(x—xz)ZO

_ -b—+b*-4ac
M= 2a . _—b*~b*-4ac
. _ —=b++b* —4ac " 2a

2 2a
Vztah pro kofeny kvadratické rovnice.




Def: Necht ax® +bx+c=0;a#0 je kvadratickd rovnice. Pak b> —4ac =D se nazyva
diskriminant kvadratické rovnice.

Necht ax®> +bx+c=0;a#0 je kvadraticka rovnice, D =b’ —4ac jeji diskriminant,

pak plati:
9 D>0p=] VD b=D
2a 2a
b) D=O:>P={_—b}
2a

¢) D<0= nemarteSenivR

Pozn.: Pii zapisu kofenti kvadratické rovnice dodrZujeme nasledujici pravidla:
a) Racionalni kofeny kratime (zapiSeme v zakladnim tvaru).

b) Iracionélni kofeny zapisujeme ve tvaru p + q\/; ;p,qUQO;nlUN .
Pokud 1ze z odmocniny néco vytknout, udélame to (\/g =2 B/E)

§86. Vztahy mezi koreny a koeficienty kvadratické rovnice

Pozn.: Z ptedchozich dvah plyne, Ze kazd4 kvadraticka rovnice ax” +bx+c=0;a#0 (0)
ma v R nejvyse 2 kofeny.
Obmena: Jestlize ma (0) alespon 3 koteny, pak a=0.
Hledejme podminky pro koeficienty b,c v rovnici bx+c¢ =0, tak aby m¢la alesponl 3
ruzné kofeny v R. Jde o linearni rovnici, jestlize plati b =0L c =0= P =R, plati tedy
nasledujici véta:

Pro kaZdou (kvadratickou) rovnici ax” +bx+c=0 plati: P=R < a=b=c=0

Pro kazdé 2 kvadratické troj¢leny a,x* +bx +c;; a,x” +b,x +c, plati:
OxOR:a,x* +bx+c, =a,x” +b,x+c, = a,=a, Ub, =b, Uc, =c,
[Dk.:,, 00 *“: zfejmé
w2 ax’ +bx+c, =a,x’ +bh,x+c, = (a1 - az))c2 + (b1 —bz)x +
+(cl —cz):O:>a1 -a,=00b, -b,=00Uc¢, —c, =0=>
a, =a, Ub, =b, Uc, =c, ]

Def.: Je-li x, kofenem kvadratické rovnice ax* +bx+c=0az0, nazyvame dvojclen
x — x, kofenovym ¢initelem.

Zéapis a(x—x,)(x—x,) nazyvame rozkladem trojélenu ax’+bx+c na soudin
kotenovych ¢initeld.

Pozn.: Je-li x, =x,, pak plati ax’ +bx+c=a(x—x,)° a mluvime o tzv. dvojnidsobném
kotenu (pokud D=0).



Rovnice ax’+bx+c=0;a#0 mi v R dva reilné kofeny pravé tehdy, kdyz

kvadraticky trojélen ax’>+bx+c lze rozlozit na sou¢in kofenovych Ginitelfl
a(x—x)(x—x,).

Vztahy mezi kotfeny a koeficienty kvadratické rovnice neboli Victovy vztahy
(Newton-Vietovy vztahy): Necht x,,x, jsou kofeny kvadratické rovnice

ax’ +bx+c=0;a#0. Pak plati: x, +x, =——

C
x ey, =—
a

[Dk.: Necht x,,x, jsou kofeny: ax® +bx +c=a(x—x, )x—x,)=

— 2 _ _ - 2 _
—a(x XX, xx2+x1x2)—ax ax(x1+x2)+ax1x2:>

b
X't o b=—a(x, +x,)= x +x,=——
a
0 _ _c
X c=axx,=> x, Lk, =— ]
a

§7. Kvadratické nerovnice

Def.: Kvadratickou nerovnici s nezndmou xR nazyvame kaZdou nerovnici, kterou lze
prevést do tvaru ax* +bx+c<0 (>;5;2); a,b,cOR ,az0.
Resit kvadratickou nerovnici znamend stanovit jeji obor pravdivosti P VR, a to
vyctem prvkl nebo pomoci intervalli a mnoZinovych operaci s nimi.

Pozn.: Klasifikace fesSeni kvadratické nerovnice bez linearniho ¢lenu:

k<0 k=0 k>0 Y -
22 <k ¢ ¢ (—\/E\/E) \ /
<k ¢ {0} <_\/Z\/z> . : y=kk>0
2ok | r o R} k) (ks) |
22k R R (_ m‘*@ . <*/z;°°)
~Jx 0 Jr y=k,k=0

y=k,k<O0

Pozn.: I pfi feSeni kvadratické nerovnice s linearnim ¢lenem lze ptedchozi tabulky pouZit,
doplnime-li kvadraticky troj¢len na uplny Ctverec:

) _ b\ b>-4ac
ax” +bxtc=al| x+—| ———
2a 4a

o b . Ly .
Po substituci z = x+ 2 piejdeme na vySe uvedeny tvar.
a
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$8. Dusledkové apravy rovnic

Piechod od rovnice L, (x)= F(x)s oborem pravdivosti F k rovnici L,(x)=PF,(x) s
oborem pravdivosti P, a se spolecnym definiénim oborem D, zaloZeny na platnosti

véty: LixD: L (x) = B(x) = L,(x) = P,(x) nazyvame disledkovou tpravou rovnice
L(x)=F (x).

Pro B, P, ztejmé plati: F, U P, tzn. disledkovou tpravou rovnice 1ze ziskat rovnici,

jejiz obor pravdivosti je ,,vétSi* nez u piivodni rovnice.

Prehled dusledkovych uprav rovnice L(x) = P(x), x U R:
Necht' D je defini¢ni obor, pak [lx [ D plati:
1) L(x)=P(x)= P(x) = L(x) zaména stran rovnice
2) G(x)=L(x)LG(x)=P(x)= L(x) = P(x) ,,jakasi substituce*
3) L(x)=P(x)= L(x)+C(x)=P(x)+C(x) pricteni kobéma stranim
rovnice stejného vyrazu definovaného v D
4) L(x)=P(x)= L(x)[C(x)=P(x)[C(x) nasobeni obou stran rovnice
vyrazem definovanym v D
5) L(x)=P(x)= L'(x) = P"(x),nJN umocnéni obou stran rovnice
6) L(x)=P(x)= 2/L(x) =%/P(x),n0N;L(x)20;P(x)20 odmocnéni obou
nezapornych stran rovnice

Ekvivalentni dpravou dané rovnice nazyvame jeji diisledkovou dpravu, pii niZ ziskdme
rovnici s tymz oborem pravdivosti, jako méla rovnice ptvodni. Dané dvé rovnice
nazyvame ekvivalentni.

a) Je ztejmé, Ze ve V.8.1. nelze vSechny implikace obratit (proto ne vSechny tpravy
jsou ekvivalentni).
b) Pfi feseni rovnice disledkovymi dpravami rozliSujeme dv¢ faze:
1. rozbor (feSeni) — uZitim V.8.1 stanovime P,: P, [ F,

2. zkouSka — ur¢ime, které prvky P, patiido B

MnoZinova podstata rozboru a zkouSky:
Pii feSeni rovnice v R disledkovymi dpravami vyjadfujeme obor pravdivosti P,

pomoci jiné mnoZiny P, :

a) Neurcime-li def. obor D dané rovnice, rozborem (feSenim) zjistime, Ze P U P,.
Pro zakresleni prvki P, jsou k dispozici 2
pole: P n P,P nP,. Teprve zkouskou
rozhodneme, do kterého pole prvky P,
patii.



b)Uréime-li def. obor D dané rovnice, vime, Ze B U D. Z rozboru plyne, Ze
Pl p — Pl Do PpP R

znovu  zbyvaji 2 pole:
I-FBnPnD,

II-P n P nD pro zakresleni
prvki D n P,. Teprve zkouSkou

rozhodneme, do kterého pole
ktery prvek patii.

P,

Pozn.: Dusledkové dpravy rovnic lze uZit i pfi feSeni rovnic s absolutni hodnotou.

§9. Rovnice a nerovnice s parametrem

Def.: Rovnici (nerovnici) se dvéma proménnymi x, p [ R nazyvame parametrickou rovnici
(nerovnici) s nezndmou x a s parametrem p, povazujeme-li ji jako zapis vSech rovnic
(nerovnic), které ziskdme dosazovanim konstanty za parametr p.

Resit rovnici (nerovnici) s parametrem znamend urdit mnoZinu vSech feSeni
v zavislosti na parametru, pii¢emZ zpravidla feSime tuto rovnici (nerovnici) pro
vSechny pfipustné hodnoty parametru.

Pozn.: Analogicky definujeme rovnici (nerovnici) s vice parametry.

Linearni rovnice s parametrem
Pr.:

Kvadratické rovnice s parametrem
Pr.

Nerovnice s parametrem
Pr.:

§10. Slovni ulohy

Pozn.: Schéma feseni slovni dlohy:
slovni dloha [J TY“II"TT — matematicky model slovni dlohy

|

vyfeSend tloha —[1‘PTTTO vyieSeny model slovni tlohy



